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El objeto del presente trabajo es dar cuenta de algunos resultados
referentes a problemas simples de optimizacién en teoria del creci-
miento.

En pocas palabras, se trata de lo siguiente: témese un modelo de cre-
cimiento bisectoriakineoclasico como el estudiado por H. Uzawa (7) y
limitémonos a la comparacién del consumo per capita entre estados
de crecimiento sostenido. Con la hipotesis de competencia perfecta, si
la tasa de ahorro estd dada, el modelo queda completamente determi-
nado y no hay problema de optimizacién alguno. Si es variable, enton-
ces el consumo per cdpita maximo corresponde al estado de crecimiento
sostenido que satisface la llamada regla de oro de la acumulacién (es-
tos términos se definiran més adelante). Supéngase ahora que la tasa
de ahorro esta dada, pero que la distribucién del stock de capital entre
los dos sectores es controlable (en el espiritu, por ejemplo, de la fami-
lia de modelos que se remiten al de Mahalanobis); ¢cudles son las ca-
racteristicas del estado de crecimiento sostenido que maximiza el con-
sumo per capita? Se demuestran dos resultados: el primero (que es muy
simple) que si las funciones de produccién de ambos sectores son
Cobb-Douglas, la regla de oro (que no asi la eficiencia productiva) con-
tinta caracterizando el 6ptimo; el segundo (que es una especie de reci-
proco del primero y es bastante menos obvio) que, en general, si la
regla de oro caracteriza el 6ptimo, entonces la funcién de produccién
del sector dé bienes de inversién tiene, al menos localmente, la forma
de una Cobb-Douglas.

Los resultados de por s{ no llegan muy lejos, pero son sugestivos.
En la literatura sobre el modelo de dos sectores la elasticidad de sus-
titucion es un concepto central en las investigaciones sobre estabilidad,
pero resulta sorprendente, al menos para nosotros, que juegue un papel
importante en el problema de optimizaciéon mencionado mas arriba. Pu-
diera bien ser que algo mas fundamental se escondiese detras de estas
«paradojas». Quiza sea simplemente que nuestra manera de tratar el
problema produce una imagen distorsionada de algo mucho mas simple.
En todo caso, la intuiciéon no parece ser de mucha ayuda.
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En la primera seccion se describe el modelo de dos sectores. En la
segunda se plantea el problema y se enuncian los resultados princi-
pales. Estos se demuestran en la tercera. La cuarta, un tanto al margen
del tema principal del articulo, deriva las condiciones necesarias que
una trayectoria optima satisface para el caso de las funciones de pro-
duccion Cobb-Douglas.

En esta seccion se describird el modelo bisectorial de que nos ocu-
paremos. Corresponde al de H. Uzawa (7). Todo lo que se incluye aqui
es bien conocido [véase E. Burmeister y A. Dobell (1), capitulos 4 v 5.

Existen dos factores de producciéon homogéneos: capital y trabajo
(o, mas precisamente, servicios del capital por dia y servicios del
trabajo por dia). Supondremos, por simplicidad, que el stock de ca-
pital no sufre depreciaciéon alguna v que el numero de jornadas de
trabajo disponible es igual a la poblacion.

Los factores de produccién pueden emplearse, alternativamente,
en un sector de bienes de consumo (sector 1), o en uno de bienes de
inversion (sector 2). En el primero se produce un bien de consumo
no almacenable, en el segundo el bien de capital. Los factores pueden
transferirse de un sector a otro instantdneamente y sin incurrir en
coste alguno. Las posibilidades técnicas en cada sector vendran expre-
sadas por funciones de produccién neoclasicas.

Formalmente, designese por X,, K,, I, la produccién, empleo de ca-
pital y empleo de trabajo (respectivamente) en el sector i, i=1.2
Estas magnitudes se relacionan a través de las funciones de produc-
ciéon Fi, i =12; es decir, Xi = Fi (K;, L)), i = 1,2.

Las dos hipétesis siguientes incorporan los supuestos de rendimien-
tos constantes a escala y de productividades marginales decrecientes.

— Hipdtesis 1: F; estd definida para todo Li K:> 0; es doblemente
(continuamente) diferenciable v es homogénea de primer grado,
es decir, para todo A >0, Li> 0, K;>0, se tiene:

Fi WKi, ALY = AF: (K;, Ly); i =12
— Hipdtesis 2: Para todo K;>0, Li >0 se tiene:

oF >o, 9F >0

N )
oL | Ki, L; K, L;
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° L" | Ki, Li ° PV Ka Li

Supondremos que la poblacién crece a un ritmo constante, es
decir:

— Hipétesis 3: Hay una constante n>0 tal que en todo instante
temporal t si L (t) designa la poblacién en este momento se
tiene:

: . dL(t)
L{t)=nL (1) (donde Lt :——«—-).

i

Un estado de la economia es una asignacion de factores a los sec-
tores, es decir, una coleccion de valores (positivos) especificos para
(K, Ky Ly, Ly). ,

Dada la cantidad total de capital v trabajo K, L un estado (Kl, K,,
L, L, es realizable si K; + K;==K y L, +L,=L,

Un estado (K,, K, L, L)) es balanceado (steady state) si:

n(K,+K)=F,(K, L) . {1}

La denominacion se justifica porque, como se ve inmediatamente,
si ese es un estado inicial de la economia, entonces es factible seguir
una trayectoria de crecimiento balanceada y de pleno empleo, es decir,
una trayectoria donde todas las variables K, ({1}, K, (8], L, (£}, L, (1),
X, (1), X, (1), crecen uniformemente al ritmo n (y, por lo tanto, las
magnitudes relativas permanecen constantes) y todo el capital y trabajo
disponibles estan empleados.

A lo largo de una trayectoria como la descrita en el parrafo an-
terior (y que podriamos llamar balanceada) el consumo per capita

X,
L(t)

permanece c¢onstante, y es, por supuesto, igual al del estado balan-
ceado inicial. Tiene un interés claro, por lo tanto, investigar las carac-
teristicas de los estados balanceados para los que ese consumo per
cdpita es maximo (si es que existen).

Advertiremos primero que, en virtud de la hipétesis 1, si (K, K,
L, L)) es un estado que maximiza el consumo per cédpita (y que lla-
maremos 6ptimo), también lo es (AK,AK,AL,AL) para todo
A > 0. Asi, sera suficiente considerar estados normalizados, por ejem-
plo, los que satisfagan:

L+L=1. 12
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A continuacidén se vera que a lo sumo existe un estado normalizado
optimo. De hecho, puede afirmarse un enunciado méas fuerte: existe
a lo sumo un estado balanceado que maximice localmente (no ya glo-
galmente) el consumo per capita. Supdngase, en efecto, que hubiese
dos: (K| K,L,L) v (K7, K[, L', L7). Sea: (K¢ K§, L% LY)=o(K, K, L,
L)+(1—w) (K}, K, L7, L}), para 0<<a<1. Entomces: (K%, K3, L4 L3) sa-
tisface {2] y por la hipdtesis 2 (que es una hipdtesis de convexidad
estricta sobre las isocuantas ) y el supuesto de normalizacion se sigue:
F (K3 L3) > minimo |F,(K;, L)), F, (K, L) { v Fy(Kg Lg)=n (K3+K9.
Puesto que « es arbitrario, se tiene por un argumento de continuidad
simple que si F (K|, L))=<F (K7, L7) existe un estado balanceado ar-
bitrariamente cercano a (K;,K’E,L’],L’Z) con un consumo per capita
mayor que FI(K’I,L’I), lo cual es una contradiccién. Lo mismo vale si
F, (K}, L) < P, (K, ).

%

Nuestro problema es el siguiente:

1
Maximizar —————F1 (K1, L)
L+ Ly

sujeto a F: (Kj L) =n (Ki+K>) .

La expresién de Lagrange correspondiente es:

1
mpl (K,, L) —I-)L[Fz (K3, L) —n (K1—|-K2)} .

Igualando las derivadas parciales a cero se obtiene:

F
) (Li4Ly LR Ky, L) =0,
1
1 F.
) et P Ky I 42T o,
(L +Lo)? 2 La
1 oRn
iii) —_— —NnA=0,
Li+L: 9K
. 0 F
iv) —n=0,
0K,

v) F, (Kz, L;)—n (K, +K2)=0.




LA REGLA DE ORO DE LA ACUMULACION Y LA ELASTICIDAD... 81

Manipulando brevemente, i)-v) pueden resumirse en:

on o F

CRSINCR.CR &)
oR oF

oL oL

F.

on .. (4]
0 K2

[3] y [4] nos dan las condiciones necesarias para un méximo local.
Es facil deducir de las condiciones de segundo orden (y las hipéte-
sis 1 y 2) que son asimismo suficientes. Se sigue, por lo tanto, de las
consideraciones hechas maés arriba que el sistema [11, [3] y [4] tiene a
lo sumo una solucién. Hasta aqui nada impide que no la tenga, pero es
facil formular hipét&is naturales sobre el comportamiento de las fun-
ciones de produccién en la frontera de su dominio de definicién que
impliquen la existencia de una solucién (las llamadas condiciones de
Inada, por ejemplo). Sera, sin embargo, més practico suponer sin mas:

— Hipdbtesis 4: El sistema [11, [3]1, [4] tiene una solucién.

La ecuacién [3] expresa la igualdad entre los dos sectores de las
relaciones marginales de transformacién de los factores. Es, por lo tan-
to, la condicidon de eficiencia productiva (estatica). Un estado de la
economia se dird eficiente si cumple esta condicién. La ecuacién [6] es
la Uamada regla de oro de la acumulacion (golden rule). En un marco
competitivo (véase la préxima seccién) expresa que el tipo de beneficio
debe ser igual al tipo de crecimiento de la poblacién.

Resumiendo: El estado balanceado de la economia que es eficiente
v satisface la regla de oro de la acumulacion tiene un consumo per
cdpita mayor que el de cualquier otro estado balanceado.

La regla 'de oro de la acumulacién es importante porque, bajo la
forma de una norma de eficiencia, da una respuesta simple e inteligible
al problema de optimizacién méas elemental (en la teoria del crecimien-
to) y también porque ha resultado ser instrumental en la resolucién
de problemas de optimizacién mas complejos (véase la ultima seccion}.

Fue descubierta (casi deberia decirse advertida) a principios de
los anos sesenta por varios autores independientemente [J. Robinson,
E. Phelps, J. Desrousseaux, C. v. Weizsacker, etc.; véase E. Phelps (5)1.
Su validez es muy general; no estd, ni mucho menos, limitada a mode-
los bisecteriales neoclésicos. Es cierta en modelos neoclasicos con un

REVISTA ESPANOLA DE ECONOMIA.—8
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numero arbitrario de bienes de capital (y un solo bien de consumol,
y también, adecuadamente formulada, en modelos lineales,

Supongase ahora gue la funcién de produccién del sector de bienes
de inversidén se caracteriza por tener, para cualguier combinacién de
factores, una elasticidad de sustitucién unitaria, es decir, por ser del
tipo Cobb-Douglas &

Xz:Lg K:lz_l3 ; 0< ﬁ’< 1.
Entonces la regla de oro de la acumulacién toma la forma

R X3
——=(1— ———N,
=8~

y, teniendo en cuenta que X:=n K, se sigue:

Kz:(l—/J))K. [51

Por lo tanto, entre los estados balanceados, el consumo per capita
es maximo para aquel que es eficiente y cuya proporcién de capital
en el sector de bienes de inversién es igual a la elasticidad de la pro-

ductividad marginal del capital en ese sector (que es una constante).

I

En esta seccidn introduciremos el marco institucional de la econo-
mia y formularemos el problema central de este articulo.

Si el estado balanceado éptimo es realizable, puede obtenerse, en
principic, fijando al nivel adecuado las asignaciones de factores a los
dos sectores.

Sin embargo, en las situaciones practicas més interesanfes, la auto-
ridad central no dispondra de tanta libertad de accién. En general, el
montaje institucional de la economia (propiedad privada, por ejemplo)
limitard el numero de variables sobre las que se puede actuar. Dado,
pues, un conjunto de hipétesis institucionales y de comportamiento, una
primera clase de problemas consistird en conocer qué «instrumentos»
basta controlar para alcanzar el estado balanceado éptimo (si es reali-
zable), y una segunda clase en investigar las caracteristicas del estado
balanceado que maximiza el consumo per capita, cuando el instrumen-
to utilizable estad predeterminado v el optima optimdérum no es alcan-
zable.

1 Se puede suponer que las unidades de trabajo y del bien de consumo se han

escogido de tal forma que ‘la constante multiplicativa de la funciéon de produccién
es igual & uno.
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Considérese la economia de propiedad privada siguiente. Para cada
precio de los bienes de inversion, salario y rentas del capital (todo ello
en unidades del bien de consumo) los «managers» de las funciones de
produccién intentan maximizar beneficios y los participantes en la eco-
nomia intentan maximizar ingreso (ofreciendo, en el mercado, servicios
de capital y trabajo). Una proporcién constante s de la renta nacio-
nal se gasta en bienes de consumo, el resto en inversion, Un estado
de la economia y una especificacion de precios, salario y rentas del
capital es un equilibrio competitivo si la demanda excedente es nula en
todos los mercados (servicios del capital, trabajo, bienes de inversion
vy bienes de consumo). Es bien sabido que un estado de la economia co-
rrespondiente a un equilibrio competitivo es eficiente.

Formalmente, sea:

wi: Salario del trabajo en el sector i en unidades de]l bien de con-
sumo; i=1, 2.

ri: Renta por unidad de servicio del capital en el sector i en unida-
des del bien de consumo; i=1,2.

p: Precio del bien de inversién en términos del bien de consumo.

Para cada (p, Xi, Xo) la renta nacional Y se define por Y=Xi+p X..
Las condiciones para que Ki, Ks, Ly, Ls, p, w1, We, 11, T2, sea un equi-
librio competitivo seran:

. oRn O Fa
i) wi= =p =wa

oL 0 L

[8]
. oR O F

ii) n=———=p———=ru

0Ky ¢

s (Xi+p X2) =p Xo. [71

Puede demostrarse [véase H. Uzawa (7)] que, dado 0<s<1 y el
capital y tr;i'bajo total de la economia, el equilibrio competitivo, si
existe (y supondremos que éste es el caso), es Unico. Por lo tanto, un
estado de la economia y un consumo per capita quedan determinados
sin ambigliedades.

Sea (K, Ky, Ly, Ly) el estado 6ptimo de la economia. Puesto que [83]
se satisface si definimos

oF .
2K
0 B
0 Ks

p=
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ese estado serd el correspondiente a un equilibrio competitivo para

K:K1-|—K2, L::L1-|-L2,

i
§——— [F1 (Ki, Li) 4 p Fa (K, La)]
P Fz (K2, Lz)

Esto quiere decir que, bajo las hipétesis de este modelo, el estado Gpti-
mo puede alcanzarse como un equilibrio del sistema si el tipo de ahorro
es una variable controlable.

En el resto de este articulo nos ocuparemos de un problema de la
segunda clase. El instrumento utilizable estd predeterminado y, excepto
por casualidad, el estado 6ptimo no sera alcanzable. Como contraste
con la situacién de lose parrafos anteriores, el instrumento no afectara
a los mercados de los productos, sino a los de los factores.

Supondremos que la tasa constante de ahorro es fija, pero que la
autoridad central puede controlar, a través, por ejemplo, de la politica
impositiva sobre los beneficios, la magnitud relativa del stock de capi-
tal empleado en el sector de bienes de consumo A (0 <X <1). Natu-
ralmente, [6] ii) debe ser eliminada como condicién de equilibrio, pero
todas las demas, [6] i) y [7], se mantendran.

Se demostrard primero que este es un modelo bien definido, es
decir, que dados K, L y A, [6] i) y [7] determinan a lo sumo un
estado de pleno empleo de la economia. Aprovecharemos la homogenei-
dad de grado uno de las funciones de produccién para llevar a cabo
el andlisis por unidad de bien de capital.

Sea:

X
xi_—_—K"—. produccién en el sector i por unidad de capital en el

sector i ; i=1,2:
L 1 Ki 1
li:—i— , hi=——=—— , =12 ; l:———:—L-iL?——,
K; L L k Ki4-Ks
_ K
T K+ K

Definamos

/Ly
fi (l,-):F;(—K—i,l) . Q=12

Entonces x:=f; (I;} y claramente (por el teorema de Euler):

daf; O F: O F;
= = y fi—Lf= : ;
¢ al oL it DK

=12, [8]
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Definase:
o F:
K fi
ui (1) =—a——'—:——-lg ;o i=12.
F; 7
oL

Expresando (61 i) y [7] por unidad de capital y manipulando breve-
mente se obtiene:

Uy (L) +h A s
wld+ly 1—A  1—s

fo1

Dado A (recuérdese que permanece fijo desde el principio) [9]1 es
una expresion implicita en las variables @i, .. En virtud de la hipéte-
sis 2 puede resolverse explicitamente en la forma h=® (l2).

, La funciéon ® se representa en la figura 1. Sera siempre creciente.
l Supondremos que lIi_I)anD (l2) =0 (otra ver las condiciones de Inada
2

garantizarian esta propiedad).

en

gl b ——————

Ie.h

2,02, 7 £
Figumra 1

Dado I y A, un estado realizable (con pleno empleo de los factores)
debera cumplir:

I=Ah+G@—2 1 {101
La ecuacion [101 determina la recta [a de la figura 1. La inter-

seccion de Iia con el grafico de & da la solucidn, necesariamente Unica,
de [8] ¥ [10] en las variables I, l.. Se denotara I1 ([, A), Lz ([, A).
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Asi, para K, L, A dados, {6] i) y [7] generan un unico estado de la
economia, a saber: AK, 1—MEALGMVEK 1—M =TGN K, donde

iﬁ‘l
2] ‘ i

Por definicién (véase [11) un estado serda balanceado si:

11—\ fofk L N]=n. [11]

El consumo per capita (¢) viene dado por

X A A
c= == A [ LV, [12]
Li+ L l l

3

Estamos en condiciones de formular nuestro problema; éste seria:

Maximizar ——fi[l1 (A, D] [13]
D l )

n
Sujeto a 1) fa[k (, ) ]|=——
1—A

i o<y,

i) o</I.

Supongamos que las funciones de produccién de ambos sectores
son Cobb-Douglas:

A=l ; hld=l8 ; 0<aB<L

La expresion [9] toma la forma:

(1—s) 3 I A
— = [141]
8 Jé1 h 1—A
Sea: a=s88 ; b=0—8) a
De [14] y [10} se sigue:
a+b ! a+b l
= * ; h=—mmm—— — [15]
a 1—A b A

Sustituyendo en [121:

c=(~—T—) (T) . (18]
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La condicion de estado balanceado [11] permite expresar ! como
funcién de A. En efecto, sustituyendo [15]1 en [11] obtenemos:

1 a £-1

I=n # - ———— - (1—)\) ° [171

a+b
de donde, sustituyendo en [16]

_eL (8-1} (a-1)

« (g4 b g B _eam

o= 2 ___}*_)ﬂ__/\” Y= 8 . [181
b a

E] problema consiste, por lo tanto, en maximizar la expresién [18]
considerada como una funcién de la variable unica A. Est4 claro que
(181 tiene un maximo y que éste es Unico. Diferenciando e igualando
la derivada a cero se sigue que el maximo se obtendra para:

/\:B [19]

Este resultado es notable porque (compéarese con [51) [19] es pre-
cisamente la regla de oro de la acumulacion. Nétese que, salvo por
casualidad, la condicién de -eficiencia estdtica no se cumplird (u1 == us).
Es decir, a pesar de haber introducido otra restriccién (de caracter es-
tatico [141) en el modelo béasico la regla de oro de la acumulacién con-
tintia siendo una condicién necesaria para un maximo; sélo las con-
diciones de eficiencia estatica quedan -afectadas.

Se plantea inmediatamente la cuestion de la generalidad de este re-
sultado, ¢hasta qué punto depende de las funciones de produccién uti-
lizadas? Las investigaciones sobre problemas de suboptimizacién (se-
cond best) en economia del bienestar nos han familiarizado con la
idea de que si se introduce una restriccién adicional en un problema
de optimizacion no hay que esperar, en general, que las condiciones de
optimalidad se preserven ni total ni parcialmente. El presente ejercicio
no es una excepcion. Es facil encontrar ejemplos donde el «estado sub-
o6ptimo» correspondienie a nuestro problema no cumple la regla de oro.
Sin embargo, y quizéd un tanto sorprendeniemente. a la vista del resul-
tado anterior, puede probarse un resultado mucho mas fuerte: gue el
caso de las funciones de produccién Cobb-Douglas estd préximo a ser
el tnico en que la regla de oro de la acumulacion caracteriza el méaxi-
mo. Mas precisamente y como resumen:
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Proposicion 1: Si (I A) es una solucidn de [(13] en que el estado
de la economia correspondiente satisface la re-
gla de oro de la acumulacion, entonces, o bien
ese estado es eficiente, o bien la elasticidad de
sustituciéon en el sector de bienes de inversién [201
len el punto L (1,A)] es unitaria. Ademds. si am-
bas funciones de produccién son Cobb-Douglas
la solucidn de [13] se caracteriza por satisfacer
la regla de oro de la acumulacion.

La primera posibilidad, que ui=us puede desestimarse sin mas, co-
rresponde a los casos excepcionales en que el estado éptimo (no some-
tido a restricciones) s de hecho alcanzable. La proposicion 1 afirma,
por lo tanto, que, en ‘“general, si la elasticidad de sustitucién del sector
de bienes de inversion (para todo Iz) es distinta de 1, la solucién de 113}
no podré satisfacer la regla de oro de la acumulacién. (Qué ocurre si
la funcién de produccién en el sector de bienes de inversiéon es Cobb-
Douglas? Si la funcion de produccion del otro sector también lo es, en-
tonces el estado que cumple la regla de oro es el maximo. Si ese no es
el caso, puede aln afirmarse (como se verd en la proxima seccién) que
el estado que satisface la regla de oro es un punto estacionario de la
funcién a maximizar. No hemos sabido concluir nada mds preciso, pero
conjeturamos que no puede irse mds alla de afirmar que se trata de
un maximo local.

La seccion III se dedicard a la demostracién de la proposicion 1.

m

Demostracion de la proposicion 1:

Supodngase gque (I, \) satisface las hipotesis de la proposicién.

En virtud de I[11l, l: es funcién de A, y puesto que I1 es funcién
de Iz (por (9]}, lo es, en definitiva, de A. Podemos, pues (utilizando [101),
expresar ! como una funcién ! (A) de A, y, en consecuencia, [13]1 que-
da reducido a maximizar respecto a A (0 <A <1} la expresion:

A
e W=—r=h L ILI O] [21)

(A}
Con el fin de simplificar la notacidn, supondremos en adelante
que todas las expresiones que se calculen estédn evaluadas para A=A\.
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Asi, | significa [ fi significa fi[h (1 (X),R1] f significa

o

5T I, 1, Al etc

A

La derivada logaritmica de [21] [en el punto (], X)
a cero:

debe ser igual

i
B

1 dc¢ 1 1 dl fi dh

— —_—— 4 T 0. [22]

¢ dA A 1 dx A dr

d
Calculando d—;— a partir de (101, sustituyendo en [22]1 y reorde-

nando términos:

1 1 dh an [ A
——— =) ——— 4L —1Is ——— =0 [23]
A T AT W l‘+d/\[ﬁ z]
De [11] obtenemos:
dl: 1 n 1 fa uz+1Iz
dx o (1—x)2 1—A fa 1—A

Por hipétesis, la regla de oro de la acumulacién se satisface, es
decir:

fo—1U fa=n. {251

Sustituyendo [11] en [25]:

, ni f; l
fla= —— Upt-b= ! :—2 [26]
(1—A)Ia s A

Sustituyendo (261 en [24] y teniendo en cuenta [10], tenemos:

! 1{(1 A
A I |

1 1
D] = ——
' ] X T

dls

fa
T+l1 —_— lz] =0. [27]

Por lo tanto, (23] queda reducido a:
dh [ f1 A }
=0.

IR

[281]
f1 ¥

Consideremos los dos casos:
: dh
ai

i}
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Reescribiendo (9] en la forma:

—-—]%E- {1 —A) (wa+b) — A w+h) =0 [29]

y, diferenciando totalmente respecto a A, se tiene:

(1—2A) dua
( dla

1—s
——T——(uz+l2)—(u1+lx) + +1)

[301}

dls (dw 1"' dh
dr  \ dh )dx

Sustituyendo (261, [30fkse reduce a:

dus duw \odl
(ua+ 1) — (u1+l11—)\( L +1) L —o. (311

dl, Vodl; dx
U
Puesto que > 0:
| 3L
. . . 1—s d Uz
signo = signo.s ——— (ua+1) YA (u1+1h) [321
S 2

y utilizando [29]:

. . { A dus
signo —signoq —— —1 1331
i—x db
- . A L
Ahora bien, de [26] se sigue que —1—)\—:—_ por lo tanto:
— Us
dh
=0 [34]
dA
. . . d Uy . o -
si y sélo si a1 =1; es decir, por definicidn de la elasticidad de
Uz 2

sustitucion, =0, si y s6lo si la elasticidad de sustitucién en el

sector de bienes de inversién es unitaria [en el punto (Il\,X)].

.. 1 A

ii) — — ——=0.
i) 1

Por lo tanto,

=X (a4l [35]
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A la vista de [10] se sigue:

Aur= (1—)) I’Z' [36]

Puesto que [26] implica A u2={1—A) I, tenemos que ui=us, es decir,
el estado determinado por (X, 1) es eficiente.

Puesto que las posibilidades i) y ii) son exhaustivas, la demostra-
ci6on queda concluida (la segunda parte de sa proposicion fue demos-
trada en la seccién II).

v

En un instante tef’hporal determinado, la cantidad de capital (y su
distribucién entre los sectores) de que la economia dispone estd dada,
y lo normal es que la trayectoria balanceada con consumo per capita
maximo no sea realizable. El verdadero problema de optimizacién con-
siste en encontrar la trayectoria realizable que maximice un criterio de
bienestar bien definido. Ese es el llamado problema de Ramsey (6).

El tipo de cuestiéon estudiada en las secciones anteriores es muy
relevante a este nuevo problema. Resulta ser el caso [véase, por ejem-
plo, T. Koopmans (4)}1 que, con funciones objetivo adecuadas, los can-
didatos a trayectoria éptima habra que buscarlos entre las trayectorias
realizables que converjan asintéticamente a la trayectoria balanceada
con consumo per capita maximo.

En las secciones II y III hemos resuelto el problema [13] cuando
las funciones de produccién son Cobb-Douglas. En esta seccién discu-
tiremos muy someramente (y con propésitos mds bien ilustrativos)
el problema de optimizacién mas complejo para ese mismo caso.

Supéngase que la relacion trabajo-capital inicial es l. Una trayec-
toria de la wvariable instrumento A (¢) determinard una trayectoria de
todas las variables del sistema. En efecto, I (t) queda determinada
por las condiciones:

10)=l [371

L@W=nl@®—0—N fLIE, 1O [38]

[381 expresa que el aumento del stock de capital en cada momento

del tiempo es igual a la produccion del sector de bienes de inversion.

Asi, dacia una trayectoria A (t), queda determinada una trayectoria

del consumo per céapita ¢ (¢). Recuérdese que la variable A sélo estd
definida para valores mayores que 0 y menores que 1.
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Supondremos que, en cada momento, la utilidad social de una tra-
yectoria A (¢) viene medida por una funcién del consumo per capita
v (c), doblemente diferenciable, y tal que para todo ¢, v/ (>0 ¥
v’ (¢) <0 (utilidad marginal positiva y decreciente). El criterio de op-
timalidad que utilizaremos serd, esencialmente, el «overtaking crite-
rium» de C, v. Weizsicker (8).

Diremos que la trayectoria /f (t) [a la que corresponde ¢ (¢)]1 es op-
tima si dada cualquier otra trayectoria A (t) la la que corresponde
¢ ()] existe un T,> 0 tal que

v wldi= (v [c®]dy, (391

para todo T" > T,. .

En lo sucesivo "',\('\’ D, v':'Fc) designara las derivadas parciales res-
pecto a A ¥ ¢ (respectivamente) de las funciones v [c (A1)], v (¢} (res-
pectivamente).

Vamos a considerar el caso de las funciones de produccién Cobb-
Douglas: f1 () =I¢ ; fa (l.z):lg Sean ¢, 1 el consumo per capita y la
relacién trabajo-capital (respectivamente) correspondiente al estado ba-
lanceado que satisface A=/3 (la regla de oro); es decir, ¢ es el mdximo
de los consumos per cdpita que, dadas las condiciones técnicas de la
economia, pueden ser (si las condiciones iniciales son adecuadas) sos-
tenidos indefinidamente.

Supongase que la trayectoria A (f) [a la que corresponde c (£)]
es Optima. Puede demostrarse que, si ello es asi, entonces lim ¢ ()=
=¢ y lim 1) —] Esta afirmacién es intuitivamente muy plausible
[y muy simple si se acepta que c (£) convergel. Su demostracién no
es trivial, pero sigue caminos trillados [véase D. Cass (2), T. Koop-
mans (4) y C. v. Weizsiacker (8)1.

Proposicién 2: Si X (1) es una trayectoria dptima correspondiente
al modelo con funciones de produccion Cobb-Douglas, la siguiente con-
dicion necesaria debe ser satisfecha para todo t:

() B v —vIE W]
= (39}
R  n@ v, [c ()]
o0, equivalentemente,
1—A(t) [ W1 —v ()
n . A _ v [c c (401
L)) 1—f VX (), 1)1

donde las travectorias de todas las variables corresponden a AW,
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Por supuesto, la proposiciéon anterior no afirma nada sobre la exis-
tencia de una trayectoria optima. La expresion [39]1 es semejante (esta
modelada sobre su ejemplo) a la regla de Ramsey (6). En un instante
determinado ¢, ! estd dado y [40] (o [39]) es una ecuaciéon implicita
en la variable A. Podria pensarse que, como en el caso de la regla de
Ramsey, esto proporciona un método para computar la trayectoria op-
tima (obténgase A () de [40], sustitiyase en [38] y resuélvase la
ecuacién diferencial)}. Sin embargo, no parece que, en general, la solu-
cién de [40] para ! dado sea tunica.

Procedemos a demostrar la proposicion.

a+b a+b
Designese B:[ 5 ]‘1 : D:[

]ﬁ

Sustituyendo [215] en [381 (la referencia a t se eliminara para abre-
viar la notacion): *

a

l=nl—D-@—)#.18 [411

Para todo T >0, ¢ (t) maximiza la integral:

[T (c®)—v @)]ds l42!

sujeta a [161, (371, (38] (o [411), y ¢ (Ty=¢ (T).

En virtud de [411, ) puede expresarse como funcién de I y i

. 1
nl—I1 1-8

DB

(1—Al= [43]

Sustituyendo en [16] podriamos entonces expresar el integrando
de [42] como una funcién solamente de I y I, es decir:

vicWl—v (B)=G D [44]

Puesto que O0<<A (t) <1 para todo %, se sigue que para tode T
{como en [42]) l(t),i(t) (t=T) deberan cumplir la ecuacién de
Fuler-Lagrange con respecto a la funcién G. Puesto que ésta no inclu-
ve a t entre sus variables, aquélla fiene una integral exacta [véase
I. Gelfand y S. Fomin (3), pagina 18I, que viene dada por:

c—i2% _¢ 145}
ol
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donde C es una constante de integraciéon a determinar por las con-
diciones finales. Como hemos afirmado anteriormente, lim c¢ (t)=¢
y lim 7(¢) =0; esto implica que:

que es igual a

vic (t)] —v (8) —1

converge a 0. Por lo tanto, C=0.

Asi, pues, la condicion necesaria es:

L Ovic A, 1]
vie ] —w () —1 =0. (481

21

Utilizando [43] tenemos:

v 1 1—A \B8
v _ ov DA _ 2 / ) (47]
o1 oxr 0l DA (1—,8)D\ l
QObsérvese que:
1 [(1—A \8 1 1
a_@po | 1 a—Qu o, (481
¥y
“fe O, D= (0) ( )B(l S LY 491
vile L DI=v (e QA—u X T .
Por lo tanto:
1
-2 = =) (501
D1 ?
k

1
Sustituyendo [50] en [481, vy teniendo en cuenta que 7 :__k_

la necesidad de [39]1 queda demostrada. La equivalencia de [39] y [401
se comprueba por'medio de manipulaciones simples.
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(3)
(4)

(5)

(8
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