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1. INTRODUCCION

En el sistema tedrico de L. Walras (1) la explicacion del sistema de
precios que rige en una economia competitiva aparece como la solucién de
un sistema de ecuaciones simultdneas; él mismo recoge miiltiples inter-
acciones presentes en la economifa y puede, por tanto, consistir de un
nimero muy elevado de ecuaciones.

Para afianzar el valor explicativo de su teorfa, Walras argumenta que
el mercado computa naturalmente, y de forma descentralizada, los pre-
cios de equilibrio; la tendencia de los precios a aumentar (o disminuir)
si la demanda es superior (o inferior) a la oferta y la tendencia de la
produccién a aumentar (o disminuir) si los beneficios son positivos (o ne-
gativos) serfan fuerzas lo bastante poderosas como para garantizar la
obtencién de precios (y producciones) de equilibrio. Este es el contenido
de la famosa teorfa del tdtonnement. Un buen {ndice de su impacto sobre
el pensamiento econdmico en cuanto teorfa de la determinacion prdctica
de los precios de equilibrio es que fuese seriamente propuesto (por F, Tay-
lor, O. Lange y otros, véase [17] como solucién al “problema” del cédlcu-
lo econémico en una economfia socialista.

Una interpretacién menos ambiciosa (pero ciertamente no la de Wal-
ras) del tdtonnement es posible. El énfasis no se pondria tanto en la com-
putacién efectiva de equilibrios como en la estabilidad interna de los

(*» Deseo expresar mi agradecimiento a Carlos Sebastidn por la ayuda pres-
tada en la confeccién de este articulo.

(1) Todas las citas o referencias de este articulo serdn a la cuarta edicién
(definitiva) de los Elements d’Economie Politique Pure (32). Por supuesto para
una lectura concienzuda de Walras es imprescindible consultar la edicidn-traduc-
cién de W, Jaffé Elements of Pure Economics (33).
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mismos. Es decir, no estariamos tan interesados en saber cémo se llega
a un equilibrio, c6mo en asegurar que una vez se alcance uno, éste no
serd muy sensible a pequefias perturbaciones del sistema. La interpreta-
cién del parrafo anterior da origen a un problema de estabilidad global,
la de éste a uno de estabilidad local,

A pesar de sus esfuerzos, Walras no demostré formalmente que el
tdtonnement, entendido como mecanismo tedrico, funcionase (local o glo-
balmente) (2) ni es sorprendente que no lo hiciera. Este es un problema,
en su esencia, matemdtico y cuando Walras escribié su obra ain no ha-
bfan nacido las investigaciones fundamentales sobre sistemas dindmicos
de Lyapunov y Poincaré.

P. Samuelson (en 1944, véase [26]) fue el primero que plante$ explici-
tamente el tdtonnement como un sistema de ecuaciones diferenciales y
que para su andlisis apelé a la teoria matemadtica de los sistemas dina-
micos.

En los Eléments, Walras construye su teoria del equilibrio general por
aproximaciones sucesivas, presenta primero una teorfa del “intercambio de
dos mercancias” a la que siguen sucesivamente, la “teoria del intercambio de
varias mercancias”, “teorfa de la produccién”, “teoria de la capitalizacién
y el crédito” y “teoria de la circulacién del dinero”. Sobre las dos tdltimas
no tendremos nada que decir en este articulo.

En los itltimos veinte afios, y utilizando el instrumental matemético
sugerido por Samuelson, un gran nimero de investigaciones se han dedi-
cado al andlisis del tdtomnement en economias de intercambio puro (es
decir, en el primer y segundo modelo de Walras). Como resultado de
las mismas hoy parece que (excepto por lo que respecta al modelo con
dos mercancias) Walras pecé de optimismo. La teoria del tdtonnement es
satisfactoria, o lo que es lo mismo el tdtonnement funciona, sélo bajo con-
decisiones muy limitadas.

El problema econémico de una economfa de intercambio puro es el
de la redistribucién entre los consumidores de las existencias iniciales de
mercancias. En todos las formulaciones existentes el tdtonnement queda
completamente determinado por la forma de la funcién de exceso de de-
manda, es decir, por la funcién que asocia a cada sistema de precios las

(2) Walras era consciente de ello. Sus enunciados formales (por ejemplo, pé-
ginas 64, 133, 230 de los Eléments) son del tipo: para que haya equilibrio “il
faut et il suffit” que la oferta sea igual a la demanda, si no hay equilibrio “il faut”
para alcanzarlo subir (o bajar) los precios en exceso de demanda (o de oferta).
Es dificil no interpretar la ausencia de “et il suffit” en este ultimo punto como
un reconocimiento de la insuficiencia de la demostracion.
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demandas netas agregadas (cantidades negativas son ofertas). Ahora bien,
H. Sonnenschein [30], R. Mantel [20] y G. Debreu [7] han demostrado
recientemente que las restricciones impuestas por la hipétesis de maxi-
mizacién de utilidad de los consumidores sobre las funciones de exceso
de demanda son pricticamente nulas, En otras palabras, un teorema que
afirmase la universalidad del funcionamiento del tdtonnement serfa préic-
ticamente equivalente a afirmar que dado cualquier campo de vectores
en un espacio euclideo (de mas de dos dimensiones) las trayectorias que
se determinan convergen siempre a puntos estacionarios, una afirmacién
tan audaz como patentemente falsa.

Sempre en el marco de economias de puro intercambio, las investiga-
ciones primeras de Arrow y Hurwicz [5] v de Arrow, Block y Hurwicz [2]
(3) identificaron algunas clases de funciones de exceso de demanda para
las que el tdtonnement funciona. El resultado sobre el que queremos cen-
trar nuestra atencién es: si la funcién (agregada) de exceso de demanda
satisface el Axioma Débil de la Preferencia Revelada de Samuelson (y
alguna otra condicién de regularidad) entonces la economia tiene un equi-
librio tnico y éste es efectivamente computado por el tatonnement. El
Axioma Débil (AD de ahora en adelante) se cumple, por ejemplo, si la
funcién de exceso de demanda (agregada) se computa como si la sociedad
estuviese maximizando una funcién de utilidad; ésta es una condicién
muy restrictiva pero en la medida que existe una teoria de la agregacién
y que los casos en que la condicién se cumple estdn bien entendidos, la
teoria basada en el AD merece, sin duda, una exploracién en profundi-
dad (4.

El objetivo del presente trabajo serd examinar el funcionamiento del
tdtonnement de Walras en su tercer modelo; es decir, en sus economias
productivas. En contraste con lo que ocurre respecto a los madelos de
puro intercambio, la literatura sobre el particular es mds bien escasa (re-

(3) Buenos ‘“surveys” son T. Negishi (23) y los capitulos 11 y 12 de K. Arrow
y F. Hahn ().

(4) La otra gran clase de funciones de exceso de demanda para las que el
titonnement funciona son las que satisfacen las condiciones de “sustitutibilidad
bruta” (gross substitutes). En este articulo no estamos interesados en esta con-
dicién por dos razones: (i) con la excepcién del caso de dos mercancias, todas
las condiciones de estabilidad (local o global) aisladas hasta la fecha, garantizan
que el equilibrio es tnico, lo que sugiere que si se quiere discutir estabilidad,
mejor serd tener unicidad desde el principio. Ahora bien, en una economifa pro-
ductiva, y ellas serdn objeto de estudio en el presente articulo, la tdnica hipdte-
sis sobre el exceso de demanda de los consumidores para la que, con toda gene-
ralidad, se obtiene unicidad es el AD.

(ii) es un problema abierto, determinar si la condicién de sustitutibilidad
bruta es independiente de la del AD o, simplemente, un caso particular de la
misma.
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ferencias directas son M. Morishima [22], K. Arrow y F. Hahn [3] (12-
10), e indirectas, K. Arrow y L. Hurwicz [4], E. Malinvand [19]). Ello se ex-
plica por la creencia bastante extendida de que los problemas con pro-
duccién son reducibles en dGltima instancia a los de puro inter-
cambio. lo que es verdad sélo hasta cierto punto; asf, por ejem-
plo, el analisis del intercambio puro no permite en absoluto abordar
el problema de los rendimientos constantes a escala; cualquier teoria
cuyo objeto son funciones de demanda y oferta los elimina por hipGtesis.
La teorfa del tdtonnement en economias produtivas presentada por Wal-
ras es cualitativamente distinta a la del intercambio puro, mientras en
éstas la teorfa se basa tinicamente en el principio (“Loi de l'offre et la de-
manda”): si la demanda es superior a la oferta el precio sube (y recipro-
camente), en aquellas se le afiade un segundo principio (“Loi de prix de
revient”): si el precio es superior al coste, la produccién aumenta.

Se supondrd (las hipGtesis sobre la tecnologia son las de Walras) que
la economia viene dada por dos sectores, produccién y consumo. El sector
produccién dispone de técnicas (con rendimientos constantes a escala y
coeficientes fijos) que permiten transformar factores (mercancias origina-
les no producibles) en productos. El sector consumo posee factores y de-
sea productos, vendrd especificado por una funcién de demanda neta.
Es evidente que no hay esperanza alguna de que el tdtonnement funcione
mejor en este contexto que en el del intercambio puro. En consecuencia,
se postula desde el principio que la funcién de demanda del sector con-
sumo satisface el Axioma Débil. El modelo serd descrito con detalle en
la Parte II

Los objetivos perseguidos son, pues, limitados: investigar hasta qué
punto en unag economia productiva de las caracteristicas descritas la hi-
potesis de que la funcion de exceso de demanda de los consumidores sa-
tisface el AD basta para garantizar que los (dos) principios del téton-
nement “‘determinan” (en el sentido local o global) el equilibrio,

Nuestros resultados y conclusiones no serdn muy positivas. En ia
Parte III se verd que una primera formulacién natural del tdtonnement
no obtiene estabilidad del equilibrio ni local ni globalmente. Tras una li-
gera (pero un tanto artificial) reformulacién se conseguird estabilidad
local pero no global. Se observard ademds que el tdtonnement en econo-
mias productivas tiene una tendencia intrinseca a originar trayectorias
ciclicas (aunque posiblemente convergentes) (5).

(5) Esta observacién, por supuesto, no es nueva, Es bien sabido que los mé-
todos de “gradiente” aplicados a funciones céncavo-convexas o la resolucién de
un juego por el método de “juego ficticio” originan trayectorias espirales de con-
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En la Parte IV se conseguird estabilidad global pero sélo a costa de
limitar el campo de aplicacién del tdtonnement a los mercados de factores
y de combinarlo con otro mecanismo para los mercados de productos y
el comportamiento de las empresas que, aunque interpretable de una forma
descentralizada, es esencialmente distinto al tdtonnement. Este procedi-
miento que, en definitiva, es el mds satisfactorio, es andlogo al propues-
to por F. M. Taylor [31] en el contexto de la polémica sobre el célcu-
lo econémico en economias socialistas, Quisiéramos observar, de pa-
sada, que el contenido de los resultados que se obtendrin mais
adelante es muy afin a los de la literatura sobre procedimientos
descentralizados de planificacién, sin embargo, y punesto que estamos
discutiendo la teorfa de Walras, pondremos el énfasis en la interpretacién
en términos de economias de propiedad privada.

Como balance podriamos decir que el andlisis del presente articulo
subraya una vez mds las limitaciones de la teorfa del tdtonnement. En
contraste con su teorfa del equilibrio estatico que es muy profunda y ha
dado origen a una teorfa rigurosa y fructifera (el modelo “Arrow-De-
breu”) parece claro que la teorfa de la determinacidn del equilibrio de
Walras no ha resultado tan favorecida; es estéticamente muy atractiva
pero, en fUltima instancia, mas bien ingenua. Las repercusiones de sus
insuficiencias se hacen sentir en muchas direcciones. Sefialaremos, para
concluir, tres de ellas:

(i) Puesto que las ideas que sustentan el tdtonnement no dan cuenta
(ni analdgicamente) de las razones por las que una economia se manten-
dria en equilibrio, el estudio del desequilibrio cobra nueva importancia.
Arrow [1] ha observado sagazmente que las situaciones de desequilibrio
son esencialmente no competitivas y que, por lo tanto, su andlisis debe
basarse en alguna variedad de la teorfa de la competencia monopolistica.
En contraste con Cournot, Walras quiso fundamentar (6) su teoria del
equilibrio en la hipétesis de competencia perfecta; paraddjicamente, el
callején sin salida al que conduce la teorfa del tdtonnement debe dar re-
novados impulsos al andlisis del monopolio.

(ii) La estabilidad local de los equilibrios ha sido concebida tradi-
cionalmente como una precondicién del andlisis estdtico-comparativo (ello
es muy claro en J. Hicks [14]: si a comparar equilibrios se atribuye al-
gin significado, entonces tiene que ser el caso que si un pardmetre va-
ria (y por tanto la economfa ya no estd en equilibrio) la economia ten-
derd automaticamente a alcanzar su nueva posicién de equilibrio. Parece,

vergencia muy lenta. La esencia del fendémeno, en nuestro caso, es exactamente la
misma.
(6) Véase la Seccién VIII de los Elements,
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pues, que la posibilidad de la estdtica comparativa depende de un axio-
ma postulando la estabilidad (local) de los equilibrios. Ahora bien, si
por estabilidad se entiende la definida en relacién con el tdtonnement
se ha visto que implica restricciones muy fuertes y no muy razonables (7).
(Qué hacer? En tanto no se disponga de una teorfa del equilibrio bien
desarrollada, una via de escape consistente en trabajar con un axioma im-
plicito (un “axioma fuerte” de estabilidad) afirmando que si las econo-
mias estdn en equilibrio entonces se mantienen en él, con tal que las va-
riaciones del mismo debido a perturbaciones en los pardmetros no sean
muy abruptas. Tal hipdtesis parece abrir un amplio campo de investiga-
cién sobre los fundamentos de la estdtica comparativa (8).

(iii) Las reglas de célculo econémico a que una economia socialista
(descentralizada o no) deberd recurirr, serdn, mas que las implicitas en la
teoria del tdtonnement, las procedentes de la teorfa de la programacién
matemdtica e incluso de métodos algoritmicos mds generales (véase
H. Scarf [28].

II. DESCRIPCION DEL MODELO

Trataremos un modelo con n+m-+1 mercancias, n de ellas son pro-
ducibles y se denominan productos, las m+1 restantes no son producibles
y se denominan factores. El factor (m+1)-ésimo jugard el papel de nume-
rario, es decir, su precio es fijo e igual a 1 y, por convencién, los pre-
cios de las demds mercancias deben entenderse como relativas al nume-
rario.

El simbolo p se reserva para denotar un vector (columna} de precios
de los productos; andlogamente, g denotard un vector de precios de los
m factores que no son el numerario. Un sistema de precios serd, entonces,
sS=(p’,qY=(py, ..., Pr» @1, ..., Gm) (9). Los precios son siempre niimeros no
negativos,

En las préximas dos secciones se describirdn, sucesivamente, las hipé-
tesis concernientes a las empresas (sector produccién} y a los consumido-

(7) Pero, por otra parte, no proporcionan, en general, informacién util bajo
la forma, por ejemplo, de teoremas muy precisos sobre cémo varian los equili-
brios con los pardmetros que definen la economifa. La idea de derivar resultados
estdtico-comparativos de un axioma de estabilidad es el contenido del “principio
de correspondencia” de Samuelson (véase [27], especialmente de la parte II); los
resultados alcanzados han sido muy escasos.

(8) Estamos pensando en las ideas y la literatura originadas por el articulo
de G. Debreu {6].

(9) En este articulo se entenderd que los vectores son siempre columnas;
y" denotard el vector fila transpuesto de y.
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res (sector consumo). En la seccidn 3 se definird el equilibrio walrasiano
y en la 4 se recogerdn algunas definiciones y resultados técnicos sobre
sistemas dindmicos.

1. PRODUCCION.

Siguiendo a Walras (10) se supondrd que las posibilidades tecnoldgi-
cas de la economia se caracterizan por la ausencia de produccidn conjunta
{es decir, cada empresa puede producir a lo sumo un producto), por la
presencia de rendimientos constantes a escale (cualquier nivel de produc-
cién no negativo es posible) y por la existencia de coeficientes fijos de
produccion (la cantidad de una mercancia necesaria para la produccién de
una unidad de otra mercancia es una constante independiente de los pre-
cios). Esta tercera hipdtesis se impone tan sblo por simplicidad; todo el
andlisis y los resultados de este articulo pueden generalizarse sin dificul-
tad alguna al caso en que existan posibilidades de sustitucidn entre los
factores.

Para cada producto i, (@;, ..., ;) serdn los coeficientes de utilizacidn
de productos y (Di ..., bwi) los coeficientes de utilizacién de factores, es
decir, an (6 Du) es la cantidad del producto 1<<h<n (o del factor
1<<h<m) necesario para la produccién de una unidad del producto i. Por
convencién, a;=0 para todo i.

Férmense las matrices:

Ay <o vy Ay biy, «o- s by, bm+1,1

........................
........................ s s s

Qpyy ooy Oy bml L bmm» bm+1,n

El nivel (o la escala) de actividad del proceso productivo i se denota-
té4 x; v, puesto que ambas magnitudes son idénticas, se identificara sin
maés con la produccién total de la mercancfa 1.

Sea ¥'=(x,, ..., x,) un vector de producciones totales, entonces el vec-
tor de disponibilidades netas de productos para el consumo final es

(10) El modelo de esta seccidn es una versién de las economias productivas
estudiadas en la Seccién IV (lecciones 17 a 22, inclusive) de los Eléments. La for-
malizacién debe mucho a la teoria del input-output de Leontief. Para presentacio-
nes expositorias del mismo véanse, por orden de dificultad, R. Dorfman, P. Sa-
muelson y R. Solow [8], capitulos 9 y 10}; D, Gale ([9], capitulo 9), H, Nikai-
do ([24], capftulo 2).
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{Z—Alx (donde I es la matriz idéntica) y el vector de las cantidades to-
tales de factores requeridos para la produccién de x es

(2)

Hipdtesis 1: (i) para cada i, aw, bu>0 para todo 1<h<n, l<h<m+1;
(ii) para cada i, by>0 para algin l1<h<m+1; (iii) para agin x>0,
[I—A] x>0 (11).

Supondremos:

La anterior es una hip6Gtesis familiar en la teorfa de las matrices input-
output de Leontief (11) y tiene una interpretacién econémica obvia: (Z) sig-
nifica que los coeficientes de utilizacién no son nimeros negativos; (i) sig-
nifica que para producir una unidad de producto se necesita una cantidad
positiva de algiin factor; (#i) significa que el sistema es productivo, es
decir, los procesos productivos pueden operarse a niveles (no negativos)
tales que, como resultado neto de la produccién se obtienen cantidades
positivas de productos disponibles para el consumo final (12).

Dado un sistema de precios s el coste de produccién de una unidad
del producto i es

2 Ap; Py + Z bai QA + bmari
h=1

h=1
En notacién matricial, el vector de costes unitarios de los productos es:

Ap+Bq+b
o lo que es lo mismo (13)
[A", Bls+b

y, por lo tanto, el vector de beneficios por unidad producida de los pro-
ductos es:

[[—-A’lp+Bq+b
o lo que es lo mismo

[[—A’, B'ls+b.

(11) Si y y z son vectores con ! componentes, y»z significa que y:>z: para
todo 1>ix>»!; y>z significa que yi>»z; para todo i, pero y#z; y>z significa que
o bien y=z o bien y>z. El simbolo 0 denota indistintamente el niimero cero o
el vector (0,...,0).

(12) Véanse las referencias de la nota 10.

(13) Si E es una matriz, E’ es su mnatriz transpuesta.
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Finalizando esta secciéon con un enunciado técnico que se necesitard
mdés adelante.

Bajo la hipétesis 1, todos los valores caracteristicos de la matriz A--1
tenen parte real negativa; en particular, A—1I no es singular (14) (15) [1].

2. CONSUMO.

Supondremos que los consumidores demandan productos y ofrecen
factores. Por convencién, las ofertas serdn nidmeros negativos y las de-
mandas nimeros positivos, Dado un vector de precios s y vectores de
demandas z=(z, ...,2z,Y y ofertas y=(yy, ..., Yn), Yny la renta neta serd
Sz, )+ Y =0 z+qy+Ymn. Esta cantidad puede ser positiva o nega-
tiva y mide la diferencia entre la renta obtenida por la venta de factores
(-—~qYy—Ynu1) ¥ el coste de la demanda.

Postularemos, por hipdtesis, que el comportamiento de los consumi-
dores en los mercados de productos y factores puede resumirse en una
funcion de exceso de demanda,

e r)=(f1 (s, r))

(s, 7

que asocia a cada sistema de precios s»0 y a cada renta neta
—oo<<r<<oo un vector de demanda fi(s, Y=(f!(s, 1), ...,f}(s, ) de los
productos y un vector de ofertas fXs, )=(fXs,r), ...}, f(s,ry de las fac-
tores no numerarios. La oferta del factor numerario vendrd dada por
r—s'f(s,7) y, en consecuencia, »*—s’f(s,7) deberd ser siempre un nimero

negativo.

Hipdtesis 2: f satisface el Axioma Débil de la Preferencia Revelada
(AD de ahora en adelante):

“SA(s*, PRY 1 —sHf(s*, 1)<y f(s*, r¥)FEA(s, ¥Y’ implica “s*f(s, )41 —
— (s, )>r*" (16).

(14) Para la definicién de valor caracteristico véase la seccién 4.

(15) Demostracién: los elementos diagonales de A—I son negativos y los res-
tantes positivos. Puesto que [A—TI]x&0 para algin x>0, [A—I} posee una diago-
nal dominante negativa de lo que se sigue el enunciado del texto. Véase L. Mc Ken-
zie [18] o J. Quirk y R. Saposnik [25], capitulo 5).

(16) En otras palabras, si con los precios s y la renta neta r se podfa haber
elegido (f(s*, r*Y r* —s*f(s*, *)), pero se ha elegido (f(s,7), r—sf(s, ¥)) entonces
se requiere que cuando se escoge (f(s*, r*Y, r* —s*f(s*, r*)), (f(s, vy, r—5 f(s,7) no
esté disponible,
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La figura l.a representa una funcién de exceso de demanda que no
satisface la hipdtesis, en cambio la de la figura 1.b si la cumple. E1 AD
fue introducido por Samuelson (véase [27], Capitulo V) vy recoge muy
adecuadamente lo que es esencial en el comportamiento de un consu-
midor que maximiza una funcién de utilidad. Aunque, estrictamente ha-
blando, la hipdtesis es mas débil, el lector hard bien en visualizar la eco-
nomia que estamos discutiendo como una en la que hay un Solo consu-
midor, el cual determina sus demandas y ofertas por maximinacion de
una funcién de utilidad bajo la restriccion presupuestaria dada por s y r;
véase figura 2.

TRIGO

&
-

TRABAJO

Figura 2

En una economia sin produccién (que llamaremos de “puro intercam-
bio”) la renta neta serd siempre igual a cero, puesto que la tinica fuente
de renta para financiar la compra de productos es la venta de factores.
Ahora bien, con produccién convendrd en ocasiones tener en cuenta la
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renta originada en el sector de produccién como beneficios o pérdidas.
De ahi la aparicién de » como un argumento independiente en la funcién
de exceso de demanda (17) Para no vernos envueltos en complicaciones
no sustanciales se ha supuesto que r puede tomar valores en el intervalo
(—o0, o0); un intervalo mds realista (pero que incluye a O) bastarfa.

Hipotesis 3 f es continuamente diferenciable,

Esta es una hipdtesis puramente técnica.
Para cada sistema de precios s3»0 y renta neta —oe<r<<+oo defi-
narse la matriz (n+m)X(n+m):

— 3 1 3 1 3 1 3 1 -
3 +f11-——f1 ey ...,———f‘ -}-f,,f—~f1
2Py ar Qm or
lem=| T
ofm | o1 Ofm fm | 42w
apl + fl ar ] ] » aqm +fm 3

donde todos los términos estin evaluados en el punto (s, 7).

La anterior es la cldsica matriz de los efectos de sustitucién o de
Slutsky (véase P. Samuelson [27], Capitulo V; ]J. Henderson y R. Quandt
{11}, Capitulo 2).

Es bien sabido (véase P. Samuelson [27], Capitulo V) que la hipé-
sis 2 implica:

La matriz Sf(s,r) es negativa casisemedefinida para todo s»0,
—oo<<r<Coo. Es decir, v'Si(s,r) v<0 para todo vector v (de n+m com-
ponentes) [2]

Convendrd imponer una condicién algo mds fuerte que [2]:

Hipétesis 4: Para todo s»0, —oo<<r<<oo, la matriz Sf(s,r) es nega-
tiva casidefinida. Es ‘decir, v'St(s, <0 para todo vector (de n+m
componentes) no nulo.

No es dificil que la hipdtesis 4 implica:

St (s, r)52(s*, r*) entonces (s, r)7214(s*, r*). También para todo s,r la
demanda de cualquier producto es estrictamente positiva. [3]

(17) A pesar de que las tecnologias sean de rendimientos constantes a escala,
la necesidad de incluir » como un argumento de las funciones de demanda surge
tan pronto como Se conisderan modelos de equilibrio general donde el estudio de
estados de la economfa que no sean equilibrios walrasianos es esencial (véase, en
un contexto distinto, J. Silvestre [29]).
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Una consecuencia poco atractiva de [3] es la no existencia de pro-
ductos puramente intermedios, es decir, de productos cuya demanda para
uso final en el consumo es nula. Quisiéramos subrayar, que aun cuando
la hipétesis 4 tiene la virtud de facilitar la claridad del andlisis, la esencia
de los resultados que se obtendran en este articulo no dependen de ella.

3. EQUILIBRIO.

Dados vectores de niveles de produccién x y de precios s los beneficios
10 pérdidas) totales son (véase la seccién [):

X(I—A’, —B)s—x'b
Pondremos
rx, S)=x(I—-A’, —B)s—x'b.

Un vector de niveles de produccion x y un sistema de precios s cons-
tituirdn un equilibrio competitivo walrasiano si, con renta neta r(x,s):

(1) La demanda de cada producto o factor es igual a la Oferta de cada
producto o factor.

(I) Los beneficios obtenidos en la produccion de cada producto son
los mdximos compatibles con la tecnologia y el sistema de precios; es de-
cir, si los empresarios maximizan beneficios.

Supondremos ahora que las hipétesis 1-4 se satisfacen. Entonces (en
virtud de [3]) los niveles de produccién de equilibrio son estrictamente
positivos, y esto, a su vez, implica que los beneficios en la produccién
de cada producto son iguales a cero; en efecto, supdngase que los bene-
cios (o pérdidas) en la produccién de i fueran positivos, produciéndose
el doble (o la mitad) se doblarian los beneficios (o se reducirfan las pér-
didas a la mitad) contradiciendo la condicién de equilibrio (II). Lo an-
terior es una consecuencia bien conocida de la hipétesis de rendimientos
constantes a escala.

En el lenguaje formal, las condiciones de equilibrio seran, por lo
tanto:

(i f(s,0)=(f1(s’ °))=(”“A1¢)
s, 0) — Bx
() [[—4,—Bls—b=0

En la figura 3 se representa una situacion de equilibrio. Nétese que
la igualdad de la demanda y la oferta del factor numerario se sigue de (i)
y (iD), ya que
—8f8,00=—sI—A, -Blzg=—Vb'=x
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Se demostrard ahora que, bajo las mismas hipdtesis, si la economia
tiene un equilibrio, éste es necesariamente tnico. Sean (x, s), (x* $*) dos
equlibrios, entonces

[ -4, —Bls—a2*b<0 vy {I-A,—-B]s*—ab<0

Pero

fis, 0) x(I—A4") f(s*,0) x¥ (I — A")
=l-aB , =|—a¥ B’

— 8 fis,0 —ax'b — 8*f(s%, 0) —a*b

lo que implica s*f(s,0)—sf(s,0)<0o y §f(s*, 0)—s*f(s*, 0)<o. Por la
hipé6tesis 2, f(s,0)=f(s*,0) y, por tanto (utilizando [3]}, x=x y s=s*
como se queria demostrar.

TRIGO

)
<

b A e o e e e o e e

TRABAIJO

equiLigrio { 557
x=1

Figura 3

Obsérvese que si hay un solo factor de produccién (es decir, si m=o0)
y si existe un equilibrio (x, p) ¢on x>0 entonces éste es necesariamente
unico, cumpla o no f las hipétesis 2-4. En efecto, en el equilibrio, [I— A]
p—b=o0y de aqui p=[I—AT% y x=f([I—A7b, 0).
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4, SISTEMAS DINAMICOS.

En los apartados sucesivos, y siguiendo a P. A. Samuelson (véase [27],
Capitulo IX) se formalizara el tdtonnement walrasiano por medio de un
sistema de ecuacones diferenciales. Ello permite recurrir, para su ané-
lisis, a la teorfa matemdtica de los sistemas dindmicos en tiempo continuo.
En esta seccién enunciaremos algunas de las definiciones y resultados de
esta teorfa que se utilizardn mdas adelante. Buenas referencias son: W. Hu-
rewcz [15], La Salle y Lefschetz [16] y P. Hartman [11].

Sea R' el espacio euclideo de ! dimensiones, R'\,{z€R': z»0} v g
una funcién continua diferenciable de R';, a R La ecuacién diferencial

—=g(2) (4]

define un sistema dindmico. En lo sucesivo se abreviara dz/dz por z. Para
un z, una funcién z () de un intervalo [0, t*] en R’y es una solucién
de [4] si z,(0)=2z, y, para todo o<t<t*, dz, (¢)/dt=g (z (¢)). Con las con-
diciones impuestas, y conviniendo que las soluciones se definen sobre sus
intervalos de existencia mdximos, existe una solucién tdnica para cada z;
se demostrard por z ().

Un z* es un punto estacionario, o de equilibrio, si g(z*)=o. Siguiendo
la terminologfa corriente en la literatura econémica, diremos que un equi-
librio es localmente estable si para todo z, suficientemente cercano a z,
z(t) estd definido para todo t>o0 y limz(t)=2z, o mds precisamente, si

t—x
existe un € >o tal que si ||z,—z*||<<C€ entonces la afirmacién anterior es
cierta. La figura 4 representa las trayectorias (curvas integrales) de un
sistema con tres equilibrios, dos localmente estables y uno localmente no
estable, |

Sea z* un punto de equilibrio. Una condicién suficiente para que z*
sea localmente estable es que los valores caracteristicos de la matriz

L, By
3z dz
J=1 oo
3 3
=t (2%, ..., &1 (2%
3z 9z

tengan parte real negativa; los valores caracteristicos son las soluciones
del polinomio |J—I|=o0. Si u. es un ndmero complejo, Ry(y) denotara su
parte real,
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Un equilibrio z* serd globalmente estable si para todo z, z(t) estd
definido para todo t>o0 y lim z(t)=2z* Evidentemente, si un equilibrio

t—o

es globalmente estable, entonces es tnico.

SN

?
}

—— e

Figura 4

Hipotesis 5: Para todo z,, la trayectoria zt) estd definida parae todo
t>0 y se mantiene alejada de la frontera de R'y,; es decir, cualquier pun-
to limite de z(t) es estrictamente positivo.

El sistema de la figura 5.2 cumple la hipdtesis, el de la figura 5.b no.

El siguiente resultado proporciona un instrumento muy 1til para ata-
car el problema de determinar la estabilidad global de un sistema dado.

Si el sistema dindmico satisface la hipotesis 5 y existe una funcion con
valores reales ¢ definida en R'y, tal que: (o(z)=0 si y slo si z es un
equilibrio; (ide(z)>0 y de(z)/dt<<o si z no es un equilibrio, entonces un
equilibrio del sistema es globalmente estable.
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La funcién ¢ es una funcién distinta, también llamada de Lyapunov.
El resultado (que no es nada trivial) es muy intuitivo, afirma que si se
puede definir la nocién de distancia de tal forma que ésta decrezca monod-
tonamente a lo largo de trayectorias, entonces éstas convergen hacia el
equilibrio.

Los sistemas dindmicos que discutiremos en los préximos apartados no
cumplirdn necesariamente la hipétesis 5. Sin embargo, procederemos como
si la cumplieran. Ello, probablemente, es excusable en atencién a tres
1azones:

(i) No es dificil, en cada caso, formular explicitamente condiciones
que garantizan el cumplimiento de la hipétesis (del tipo: cuando un pre-
cio es cero la demanda es infinita, etc.).

(i) No queremos vernos envueltos aqui con problemas de dificultad
no conceptual sino meramente técnica.

(ili) Todos los resultados que se daran son correctos si el sistema
dindmico se formulase desde el principio en la forma que es realmente
apropiada; més especificamente, si se supiera que g esta definida en
{z€R":z>»0} y se pusiese

dz { =0 si z=o0 y glz)<o
dt | =g(z) en otro caso

(en nuestro problema, z seran precios y niveles de produccién; los mis-
mos pueden hacerse cero perc no pueden ser negativos).

Como ilustracién de este iltimo punto, considérese el sistema de la
figura 5.b, no es globalmente estable, pero una vez se ha extendido y de-
finido en la frontera del cuadrante positivo en la forma indicada mas arri-
ba (figura 5.c), el sistema es globalmente estable.

Adviértase que la modificacién sugerida en (iii) nos obligarfa a consi-
derar ecuaciones diferenciales discontinuas, aunque de un tipe muy sim-

ple y plenamente (véase C. Henry [13]). Atin asi, en aras a la simplicidad,
preferimos evitar esta complicacidn.

II. UN ANALISIS DEL TATONNEMENT WALRASIANO

La connotacién que la idea de equilibrio conlleva es la de una situa-
¢ién estacionaria donde no hay tendencia alguna al movimiento; asi, en
un estado de la economia que no es de equilibrio esperamos encontrar
fuerzas dindmicas que llevan al cambio.
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Como contrapartida a las condiciones de equilibrio (I) y (II) —parte II,
seccién 3— Walras postula dos principios dindmicos (dos “leyes”) para
una economia productiva que no estd en equilibrio (18):

(I Si la demanda de una mercancia es superior a la Ofertq el precio
sube, y reciprocamente si la demanda es inferior a la oferta (“Loi de I'of-
fre et de la demande”).

(II') Si el precio de un producto es superior a su coste, la produccion
aumenta, y reciprocamente si el precio es inferior al coste ("Loi de re-
vient”),

Resumiremos brevemente el contenido de la teoria del tdtonnement.
Supéngase (y esto es, obviamente, una ficcién) que un agente ajeno a las
partes que se encuentran en los mercados (al que llamaremos el drbitro)
elige al azar y anuncia un sistema de precios y un vector de niveles de
produccién. Tomando los precios como datos, consumidores y producto-
res computan y anuncian sus demandas y ofertas y sus beneficios res-
pectivamente. Si la situacidon es de equilibrio el drbitro permite que los
contratos se cierren, por el contrario, si la situacién no es de equilibrio el
arbitro suspende la realizacién de contratos, modifica de acuerdo con
(I) y (I') los precios y producciones propuestas y el proceso se repite.

La idea de Walras es: (i) si el mecanismo descrito se itera un ntdmero
suficiente de veces, se llega a una situacién de equilibrio (ii) el proceso
representa de una forma estilizada el funcionamiento real de los mer-
cados. En consecuencia, si la teorfa pudiera asentarse sobre bases sélidas
se tendria, en primer lugar, una explicacién, por analogfa de cémo los
mercados computan los precios de equilibrio (una cuestién que se remite
a la estabilidad global del tdtonnement} y, en segundo lugar, una justifi-
cacién de un postulado implicito de estabilidad interna del equilibrio (pe-
quefias perturbaciones no inducen grandes perturbaciones); fundamentar
esta segunda afirmacidn la estabilidad local del tatonnement bastarfa.

Pasaremos, pues, a estudiar el funcionamiento de un tdtonnement ba-
sado en los principios I’ y II’ en el contexto de las economias preductivas
descritas en la parte II. Siguiendo a P. Samuelson (véase [27], capitulo IX)
el tdtonnement se formalizard como un sistema dindmico. Las variables
estado (es decir, las independientes) serdn el sitema de precios s y el
vector de niveles de produccidén x.

Dado s y x para determinar la demanda final del sector consumo (o
consumidor, de ahora en adelante) hace falta especificar la renta neta r.
Puesto que en el equilibrio #=o, es natural en una primera aproximacién,

(18)y Véase Eléments, Capitulo 21, pédgina 230,



210 ANDREU MAS COLELL

suponer que, con independencia de si la situacién es de equilibrio o no,
el consumidor reacciona como si su renta neta fuese la de equilibrio; es
decir, nula. Esta hip6tesis no implica ninguna forma de comunicacién al
margen del mercado entre consumidores y productores y es, por lo tanto,
muy satisfactoria.

Asi, el primer sistema dindmico de fdtonnement que examinaremos
serd (en notacién matricial):

G P
z=Q|I—4",— B]s—b] 6]

donde K (que es n+mXn+m) y Q (que es nXn) son matrices diagonales
de velocidad de ajuste. Es inmediato que [5] y [6] obedecen las leyes im-
puestas por I’ y II’, respectivamente (19),

Por desgracia (y postulando las hipétesis de la parte II) un equilibrio
del sistema determinado por [5] v [6] no precisa ser estable ni atin local-
mente, No es dificil presentar graficamente un ejemplo de inestabilidad
para el caso de un factor y un producto.

En la figura 6.a la demanda al precio s viene dada por la interseccién

de ® con la recta perpendicular al vector de precios; el equilibrio es

s=1,x=1. Se ve cdmo, partiendo del equilibrio, si aumenta el precio del

producto se crea exceso de demanda del mismo y, por lo tanto, aquel

tenderd a aumentar ain mds; en consecuencia, y sean cuales fueren las

velocidades de ajuste, el diagrama de trayectorias en la vecindad del equi-
librio serd como el de la figura 6.b, que no es estable.

Por supuesto, el ejemplo del parrafo anterior no es satisfactoric pues
se basa en la existencia de bienes inferiores (20). Sin embargo, si se dis-
pone de més de dos mercancfas no hay dificultad alguna en construir
ejemplos mads realistas. Aun asi, el ejemplo ilustra muy bien cuil es la
dificultad con que nos encontramos: en el tdtormement que se estd con-
siderando, y a diferencia del caso de puro intercambio, la hip6tesis de que
la demanda excedente satisface el AD no basta para eliminar en el equi-

(19) Pero no son las unicas especificaciones posibles de las mismas. En particu-
lar, si se piensa que los beneficios por unidad producida no influyen sobre los
incrementos absolutos de la escala de produccién sino sélo sobre los incrementos

relativos, habria que sustituir cada ¥ or ;:.-/xi en el lado izquierdo de[6]); tal
cambio no afectarfa ninguno de los resultados que se obtendrdn en éste articulo.

(20) Un bien es inferior si un aumento de renta induce una disminucién de de-
manda. La tnica forma en que el aumento del precio de un bien puede provocar un
aumento de su demanda, es que el bien sea inferior y el efecto renta domine al
efecto sustitucién.,
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librio los efectos renta. Ya Hicks (en [14]) determiné que la fuente prime-
ra de inestabilidad son las influencias asimétricas de aquellos.

Antes de abandonar el sistema [5] [6] mencionaremos que M. Moris-
hima [22] ha alcanzado algunos resultados de inestabilidad global para el
mismo; sin emgargo, las condiciones que precisa imponer en la funcién
de exceso de demanda son muy fuertes y dificiles de interpretar (21).

SISTEMA (7)-(8) SISTEMA(5)-(8)

TRIGO

<&
«

.~ — - —

TRABAJO

Figura 7

La segunda variedad de tdtonmement que se estudiard, difiere de la
primera en que ahora supondremos que, dado s y x, la renta neta del
consumidor es igual a los beneficios o pérdidas de los empresarios Hx, s).
Esta forma de proceder tiene la ventaja (y esto serd decisivo) de que
fuera del equilibrio las igualdades presupuestarias se mantienen: el total

(21) Problema: (Son validos los resultados de Morishima si el sistema [5]
[6] se reformula en la nota 18?7
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de gastos iguala el total de ingresos. La hipdtesis es artificial en la medida
aue supone alglin tipo de comunicacion entre empresarios y consumidores
y que elimina la responsabilidad limitada (los “accionistas” Son respon-
hables de las pérdidas en que incurren las empresas).

Recuérdese que, dado s y x, (%, s)=a'[(I —-A’, —B)s—b] son los bene-
ficios-pérdidas totales; la renta serd siempre igual a esta cantidad.

El proceso de ajuste serd idéntico a [5] y [6] excepto que se sustitu-
ye o por 1, S):

s=&[rer@at (00 g
x
&= QI - 4~ Bls~ ) S

Las diferencias entre las reacciones de los sistemas [5]-[6] y [7]- [8]
en una vecindad del equilibrio pueden apreciarse en la figura 7.

Sean s* x* el punto de equilibrio. Férmese las matrices (que son
(n+m)X(n+m) y (n+m)Xn, respectivamente):

ap.  ar ap age  ar ag,

| trree e
¥’ | fw 3r 3fn' | Ofm’ 37
3Py ar 9p .’aqm dr 3q,

3l ar 3f ar T
ar dm ar dx,

Bom| frere e,
of,r aor ol ar
dr da,’ ' 9r aa,

donde todos Ibs términos estin evaluados en el punto (s*, x*).
Puesto que [[—A’, —B']s*—b=0 la matriz Jacobiana J del sistema [7]-

[8] en el punto s*, x* (es decir, donde §=o, x;=o) es:

- B
0 QlLlI-4,~ B 0
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Puesto que r(x, s*)==0 para todo xz, tendremos que, en el punto s*, x*,
3r/3x;—o0 para todo i, Por lo tanto E.=o.
Por otra parte, denotando

8sr (3r ar
so=ln v
tenemos
22 (T =A%) py e et
as —Bx ’

y sustituyendo en la expresién por E, se obtiene

E.= Sf (S *, 0)
En definitiva:

J= B

O QLI-4,—-B]1 O

£ ol|l sfe, o0 [A—I]

La consecuencia de pasar del sistema [5]-[6] al [7] - [8] ha sido, pues,
la eliminacion de los efectos renta en el punto de equilibrio,

Proposicién 1: Bajo las hipotesis 1-4, un equilibrio del sistema (7]
(8] es localmente estable.

Demostracion: La matriz | puede escribirse de la siguiente forma
J_[K O[ VR_[ KV K
O Qi-r O -QR O
donde V es (nd+m)X(n4+m) y negativa casi definida y R es (n+m)Xn.
Debemos probar que todas las (posiblemente complejas) raices caracteris-
ticas de J tiene parte real negativa. En lo sucesivo operaremos con la ma-

triz | como si fuese una matriz con elementos complejos, Para el forma-
lismo de las operaciones con niimeros complejos véase P. Halmos [10].

Sea 2 una rafz caracteristica de J y (:) un vector caracterfstico. Por
definicién:
KVu—Au+KRv=0 y —QRu—lLv=o0
Por lo tanto:
0=(KVu—-ru+KRv, K uw=(KVu, K u) — A(u, K u) +
+HERv, K w)=(Vu,w)-ru, Klu)+Rv,u) § o=(QR u—kv,Qlv)=
(—QR'u, Q' v) M (v, @ v)=— (R u, v)~\ (v, Q' v)=—(u, Rv)~A (v, Q" ).
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Sumando
(Vu,u)— h(u, K1u) — Nv, Q' v) + (Rv,u) — (4, Rv) = 0

Ahora bien, (u, K™'u), (v, O"'v) son niumeros reales positivos en tanto
que (Rv,u)—(w, Rv) es puramente imaginario; en consecuencia, signo
Re())=signo Re(Vu, u). Pero, por la hipdtesis 4, Re(Vu, u)<<o. Esto con-
cluye la demostracion.

El autor se ha convencido de que, en general, el resultado anterior no
es mejorable; anque estable localmente el equilibrio del sistema [7] - [8]
puede no serlo globalmente. Situaciones como la de la figura 8 son posi-

x 4

1
T

1
Figura 8

“v

bles, Parece imponerse, pues, la conclusién de que, atn con la enorme
restriccién que el AD representa, no puede confiarse en que el tdtonne-
ment funcione satisfactoriamente en una economia productiva, al menos
si a éste se le entiende como un algoritmo computacional.

Una manera de escapar a la conclusién del parrafo anterior es seguir
el ejemplo de K. Arrow y L. Hurwicz en [4] y, previa introduccién expli-
cita de una funcién de utilidad, formular el tdtonnement de tal forma que
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el sistema dindmico aparezca como el gradiente de un lagrangeano cén-
cavo-convexo. En el presente artfculo no se seguird esta via; el método
de Arrow y Hurwicz es apropiado para una economia centralizada pero
no es ficilmente interpretable en el contexto de las economias walrasianas,
que son de propiedad privada (22).

Todas las versiones del tdtonnement en economias productivas que
han sido propuestas hasta la fecha (incluyendo las que se han examinado
anteriormente y la de Arrow y Hurwicz en [4] adolecen de un defecto
mds sutil que el de no convergencia global: aunque las trayectorias pue-
dan converger (local y globalmente) la hardn, en general, de una forma
espiral, en otras palabras, en economias productivas el titonnement tiene
una tendencia intrinseca a los ciclos y, por lo tanto, la aproximacion al
equilibrio podrd ser muy lenta. Matemdticamente ello se debe a la nece-
saria aparicién (excepto en casos limite) de raices complejas como solu-
ciones del polinomio caracteristico del sistema (en el equilibrio). La ra-
z8n sustantiva es que el tdtonnement (en un contexto productivo) es un
método” esencialmente indirecto. Merece la pena examinar este punto més
detenidamente.

Si s, ¥ no es un equilibrio entonces, por definicién, o bien (i) los pre-
cios de los productos son distintos de los costes de produccidn, o bien (i)
los niveles de produccién son distintos de las demandas. Un método ob-
vio de ajuste, y que si existe un sélo factor no necesita ser completado
adicionalmente, es el siguiente: auméntese (o disminidyase) cualquier pre-
cio que sea inferior (o superior) a su coste de produccién, auméntese (o
dismintyase) la produccién de cualquiér bien para el que la demanda sea
superior (o inferior) a la oferta. A éste lo llamaremos el método directo;
ndtese que es enteramente no walrasiano,-las leyes de reaccién del sistema
son ajenas a los principios (') y (II) del tdtonnement, éste es un mecanis-
mo indirecto, las variaciones de los precios no dependen de los desajustes
de los mismos, sino de los desajustes de las cantidades (produciones) de-
penden de los desajustes de los precios. Es intuitivo que el método di-
recto tiene mas probabilidades de ser estable que el tdtonnement.

Como ilustracién considérese el siguiente ejemplo (un tanto extremo)
con un factor y un producto. Supdngase que la demanda del preducto es
constante e igual a 1 (en aras a la simplicidad no requerimos que la hipé-
tesis 4 se cumpla); la técnica productiva permite transformar una unidad
de factor en una unidad de producto. El equilibrio es entonces, s=1 y

(22) Ademds, el procedimiento no es invariante respecto a transformaciones
mondétonas de los fndices de utilidad y, aunque ello no cree ninguna dificultad
conceptual, no queremos vernos envueltos con este problema.
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x¥=1, Para velocidades de ajuste igual a 1 el sistema [7]-[8] (6 [5]-[6])
toma la forma:

s =
?:;7:8—1

y es facil ver que las trayectorias son circulares concéntricas alrededor del
equilibrio (23); véase la figura 9.a, En cambio, el sistema dindmico del
método directo es, claramente:

y el diagrama de trayectorias es el de la figura 9.b; las trayectorias se
acercan al equilibrio por el camino mas corto.

Es un fendmeno conocido, que modelos teéricos con idénticos equili-
brios admitan especificaciones dindmicas distintas y con resultados cua-
litativos muy diversos. Por supuesto, Walras no eligié sus principios dini-
micos I’ y II' al azar, sino que los adoptd porque, de forma idealizada,
reflejaban las fuerzas dindmicas reales que se encuentran en los mercados
competitivos, insertos en el marco institucional de la propiedad privada. Por
ejemplo, el método directo descrito mds arriba carece de justificacién en
ese marco institucional; en particular, las empresas (y, de hecho, no puede
haber més de una por producto) y deberian ejercer un cierto grado de con-
trol sobre los precios, lo cual no es reconciliable con la hipétesis de que
prevalece la competencia perfecta.

Aun a riesgo de repetirnos, queremos subrayar que las consideraciones
institucionales son cruciales a la hora de argumentar la bondad teérica de
la formulacién walrasiana del tdtonnement. O. Lange [17] propuso la
utilizacién del mismo para resolver el problema del cdlculo econémico en
economias socialistas (24). Ahora bien, en este nuevo contexto los méritos
del tdtonnement deben discutrse en base a criterios como la capacidad de
computacién descentralizada, la eficiencia computacional, etc., y nuestra im-
presidén es que la medida en que el tdtonnement sea sustituible por el
“método directo” éste resultard mds efectivo: no es ni mds ni menos
“descentralizado” que el tdtonnement y computa los valores de equilibrio

(23) Demostracién;

d”x—zll;p—lH =2(z=1)&+2(p—1)p=2(x~1)(p~1) + 2 (p—1) (I—2z) =0

(24) Su teoria fue clarificada y formulada con rigor por Arrow y Hurwicz [4].
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mucho mas deprisa y directamente (25). En cualquier caso queremos ha-
cer hincapié en que si el problema es el de elegir un método de célculo
para una economia socialista no hay nada sagrado en el tdtonnement, éste
es un procedimiento mas entre muchos otros, seguramente no el mas efi-
ciente (26).

En una economia de puro intercambio la hipdtesis de que el exceso
de demanda satisface AD basta para asegurar la convergencia global del
tdtonnement. Hemos visto que en una economia productiva ello no es asi;
sin embargo, si la economia sélo tiene un factor de produccién, entonces
el método directo computa los precios y las escalas de produccién sin nin-
guna hipétesis especial sobre el exceso de demanda (esto se demostrard en
el préximo apartado). El caso en que hay varios factores de produccién es
mds facil. Para cada vector de precios de los factores el método directo
puede computar los precios de los productos y las escalas de produccién
para los que se equilibran los mercados de productos y se anulan los
beneficios.

Sin embargo, ;cémo determinar los “precios sombra” de los factores,
es decir, aquellos que eliminan los excesos de demanda o de coferta de
los factores? Podria pensarse en combinar el método directo con el td-
tonnement: para precios dados de factores, aquél se aplicard para com-
putar precios de productos y escalas de produccién; hecho esto, se usa-
ria el tdtonnement en los mercados de factores. La esperanza serfa que,
drésticamente limitado el alcance del tdtonnement, el cumplimiendo del
{AD) por parte del exceso de demanda (de productos y factores) sea su-
ficiente para obtener estabilidad global. Que ello es asi se demostrard en
el préximo apartado. El procedimiento delineado es, esencialmente, el
mismo que propusiera F. M. Taylor [31] en el contexto de la controver-
sia sobre el socialismo. Variedades del mismo han sido estudiadas por
M. Morishima [22], K. Arrow y F. Hahn [3], 12.10), y E. Malin-
vaud [19].

{25) Lo que aquf estamos llamando método directo, y cuya formulacidén pre-
cisa se aclarard mds adelante, este compuesto de piezas sacadas de la teoria input-
output de Leontief. Para una contrastacién, en el contexto de la teorfa de Ia
planificacién, entre el tdtonnement y un “procedimiento para la tecnologia de
Leontief-Samuelson andlogo al método directo” véase E, Malivaud [19], sec-
ciones III y IV).

{26) Véase E. Malinvaud [19].
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IV. UNA FORMULACION DEL METODO DE TAYLOR

El procedimiento que ahora se estudiard serd secuencial. Para pre-
cios dados g de los factores se determinardn primero, por el método di-
recto, los precios de los productos p(q) y los niveles de produccién x(q)
para los que los beneficios y los excesos de demanda (o de oferta) en los
mercados de productos son nulas. Después, y suponiendo que p y x
igualan siempre las cantidades de equilibrio (p(q) y x(q), respectivamen-
te) se aplicara el tdtonnement a los factores aumentando (o disminuyen-
do) el precio de aquellos para los que hay excesc de demanda (o de
oferta). ‘ ‘ ' A ) ‘

Grosso modo, la secuencialidad del procedimiento es eqﬁivaleu_te a
suponer que las velocidades de ajuste para x y p son infinitamente ma-
yores que las que se aplican a q.

Intuitivamente, la plausibilidad de que el AD sea suficiente para ase-
gurar estabilidad global se sigue de las dos observaciones siguientes:
(i) el método directo converge siempre, (ii) si los precios de los produc-
tos y las escalas de produccién se mantienen siempre ajustados, los mer-
cados de factores son formalmente equivalentes a los mercados de una
economia de puro intercambio,

La descripcién y estudio de las dos etapas del mecanismo se efectua-
ra, respectivamente, en las dos secciones siguientes.

1. EL METODO DIRECTO,
Sea g* un vector de precios de los factores. Permanecerd fijo por: el
resto de esta seccién.- o ' ' o
Los precios de los productos p(g*) y los niveles de produccién x(g*)

que dejan en equilibrio a las empresas y a los mercados de productos
son (27).

plg)={I—A"(B'g+b)
x(@)=f(p(q), q, 0)+Ax.

Para la formalizacién del método directo cualquier hipétesis sobre el
valor de la renta neta es adecuada. Por simplicidad (de notacién y con-
ceptual) la tomaremos como idénticamente igual a cero. Tal hipétesis
estd ya implicita en las férmulas arriba transcritas.

(27) Para ser completamente rigurosos aqui hay que suponer que fl(s,0)>»o0
para todo s.
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Dados p y x Jy, por supuesto, g) el vector de demandas totales de
productos es fip, g*, o)+ Ax y el de ofertas es x, el vector de costes de
producciéon es A’p+B'g+b y el de precios, por supuesto, p.

En consecuencia, una formulacién del método directo es:

p=K[p—A'p—B'q*—b] [9]
r=Q[f(p, ¢*, o)+ Ax—1] [10]

donde K y Q son matrices diagonales positivas de velocidades de ajuste,
esta vez ambas nXn. Claramente, el equilibrio, unico, del sistema [9]-[10]

es plg*), x(q*).

Proposicion 2: Un equilibrio del sistema [9]-[10] es globalmente es-
table (cumpla o no f el AD).

Demostracion: El sistema [9]-{10] puede escribirse en la forma “tri-
angular”:

l;’=h1(l’)
:;; = hz(P: m)

y se tiene (en virtud de [1] y el hecho que sistemas dindmicos originados
por ecuaciones lineales son globalmente estables si y sélo si lo son local-

mente): (i) 15=0 determina un equilibric globalmente estable de
E):hl(p), (ii) para cada p*, r=o0 determina un equilibrio globalmente
estable de £=h2(x, p*). Estas condiciones son suficientes para garantizar
la estabilidad global del sistema [9]-[10]; véase Markus y Yamabe [21].
Intuitivamente, lo que ocurre es que la convergencia de la variable p
es independiente de x y, por lo tanto, después de un periodo temporal
mas o menos largo, pero independiente de la posicién inicial de x, py(#)
serd pricticamente una constante igual a p{g*) y la estabilidad global de

x=hy(x, p(q)) implicard entonces la convergencia final de la variable x a
sus valores de equilibrio.

A
2. EL TATONNEMENT EN EL MERCADO DE FACTORES,

Se supondrd ahora que, dado g, los precios de los productos y los
niveles de produccién toman instantaneamente los valores de equilibrio
pr(q), x(g) de la seccién anterior.
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Asi, dado g, el vector de demandas de factores es Bx(q) y el de ofer-
tas —f¥p(q), g, 0). Por lo tanto, una versién del tdtonnement serfa:

g=H[Bx(g)+1(p(q), g, 0)] [11]

donde H es una matriz diagonal positiva mXm.
Para cada g, sea

sw=("""), no=Bz@+re@o
q

Para evitar complicaciones no sustanciales, supondremos en lo suce-
sivo que gz“g* implica f(g, 0)%f(g*, o) (28).

Proposicion 3: Si a funcion de exceso de demanda satisface el AD
(hipdtesis 2) entonces un equilibrio del sistemq [11] es globalmente es-
table.

Demostracion: Se verd primero que kb, considerada como una funcién
de exceso de demanda, satisface el AD en la forma (véase la seccién 2
de la parte II):

“si gV(q)—q'h(@)<o y g7#q* entonces q'h(q*)—q* h(g*)>0" [12]

Puesto que f satisface el axioma y f(g, 0)%f(g*, 0), basta demostrar
que la siguiente igualdad es, de hecho, una identidad:

q*'mq)— g M g)=5s(q*Yf(s(q), o) —s(gYf(s(q), 0) [13]

Haciendo uso de las igualdades

f(s(q), 0)=[I-Alx(q), p(g*Y=(gq*B+Db)I-A]",
pay =(gB+b)I—A]"
se obtiene
P@*YF(s(g), 0) (@Y F(s(q), 0) =g~ Bx(q)— ¢'Bx(q)
y, por lo tanto,
s(q*Yf(s(g), 0)—s(q)'f(s(g), 0)=
=g*1(s(g), 0)—q'fA(s(g), 0)+
+p(q*)(s(g), 0y — (@) (s(g), 0)=
=q*fAs(q)—g'f(s(q), 0)+q'Bx(q)—
—q'Bx(@)=q*'(f(s(q), 0)+ Bx(q) ) —
—q'(f(s(g), 0)+ Bx(gq)=g*"h(q)—q'h(q),

que es, precisamente, la igualdad [13].
(28) En virtud de [3] esto se cumple si f satisface las hipétesis 2-4. Puesto

que supondremos que satisface la 2, la restriccién es realmente muy ligera y, en
cualquier caso, completamente dispensable,
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Sea g* un equilibrio de [11], entonces [12] toma la forma:
“Si g7~g* entonces

qvH@)—q'h(@>0" [14],
lo que implica que el equilibrio de [11] es tnico.
Sea V(q)=(g—q*YH(q—q*). Entonces V(q)>o para todo q ¥y

aV(g)

V(g)=o0 si y sdlo si g=qg*. Veremos que si gzg*, entonces 2t

< .0;
por lo tanto, V es una funcién de Lyapunov y, en virtud de [4], la con-
vergencia blogal a g quedard demostrada.

dVig -
T =2 (q-q'YH =2~ g H HIQ)=
=2q’'h(q@)—2q'h(q)<<o (por [14]. Esto concluye la demostracién.

Témese g==g*, entonces
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